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1.   ИНДЕКСЫ 

Индекс – это статистический индикатор, который од-

ним числом выражает степень изменения во времени 

некоторого набора взаимосвязанных переменных, ха-

рактеризующих исследуемое явление. 

 



Семинар	по	индексу	промышленного	производства
Казахстан		2025

3

• Пусть 0 и t обозначают два периода времени, в каж-

дом из которых производятся одинаковые наборы това-

ров различных видов. Виды этих товаров проиндекси-

рованы по ! ∈ {1,2, … , (}. 

•  *!" обозначает физическое количество (quantity) това-

ра i, произведенное в период времени t, 

•  +!" обозначает цену за единицу этого же товара в этом 

же периоде времени. 
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Стоимость произведенной массы каждого товара i в период t 
равна 

!!" = #!"$!"  
Общая стоимость всех товаров в периоды 0 и t равна 

!# = $$##$# + $%##%# +⋯+ $!##!# +⋯+ $&##&# ='$!##!#
&

!'$
 

 

!" = $$"#$" + $%"#%" +⋯+ $!"#!" +⋯+ $&"#&" ='$!"#!"
&

!'$
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В векторной форме вектор цен в период 0 обозначается  

!! ≡ ($"#, $$#, …	$%#, … , $&#)  
а вектор количеств обозначается  

)! ≡ (*"#, *$#, …	*%#, … , *&#)  
Общая стоимость всех товаров в период 0 равна скаляр-

ному произведению векторов цен !! и количеств )! :     

+# = !! ∙ )! = ∑ $%#*%#&
%'"    

Аналогично, 

+( = !) ∙ )) = ∑ $%(*%(&
%'"    
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Относительное изменение общей стоимости равно со-

отношению общей стоимости товаров в двух периодах:  

!!,# =
∑ %!"&!"#
!$%

∑ %!&&!&#
!$%

= ''∙)'
'(∙)(

   

!!,#  называется индексом стоимости в периоде t по 

сравнению с периодом 0. 

Умножив числитель и знаменатель на одну и ту же ве-

личину  ∑ $*#%*!+
*,- , получаем: 

!!,# =
∑ %!"&!&#
!$%

∑ %!&&!&#
!$%

× ∑ %!"&!"#
!$%

∑ %!"&!&#
!$%

  



Семинар	по	индексу	промышленного	производства
Казахстан		2025

7

В произведении двух величин 

!!,# = ∑ %!"&!#$
!%&

∑ %!#&!#$
!%&

× ∑ %!"&!"$
!%&

∑ %!"&!#$
!%&

  

левая часть, ∑ %!"&!#$
!%&

∑ %!#&!#$
!%&

, является индексом цен в периоде t по 

сравнению с периодом 0. 

правая часть, ∑ %!"&!"$
!%&

∑ %!"&!#$
!%&

, является индексом количеств в пе-

риоде t по сравнению с периодом 0. 

Период времени 0, с которым сравниваются все другие пе-

риоды, называется базисным периодом.  
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В формуле индекса цен 

!!"#$%	',) =
∑ !!"+!#$
!%&

∑ !!#+!#$
!%&

= ,'∙.(
,(∙.(

   

знаменатель представляет собой агрегированную величи-

ну количеств периода 0, оцененных в ценах периода 0,  

числитель представляет собой агрегированную величину 

этих же самых количеств, оцененных в ценах периода t.  

Таким образом, индекс !!"#$%	',)  измеряет изменение об-

щей стоимости товаров, которое вызвано только измене-

нием цен между периодами 0 и t.  
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Аналогично, индекс количеств  

!!"#$%&%'	),% =
∑ ,!"!!"#
!$%

∑ ,!"!!&#
!$%

= -'∙/'
-'∙/(

   

измеряет изменение общей стоимости товаров, которое 

вызвано только изменением количеств между перио-

дами 0 и t. 
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В обеих формулах 

!!"#$%	',) = ∑ !!"+!#$
!%&

∑ !!#+!#$
!%&

= ,'∙.(
,(∙.(

       !+/01)#)2	',) = ∑ !!"+!"$
!%&

∑ !!"+!#$
!%&

= ,'∙.'
,'∙.(

   

есть вектор, который является общим (одинаковым) для 

числителя и знаменателя.  

Это вектор #3 в !!"#$%	',) и вектор $4 в !*+,-)#).	',).  
Индексом Ласпейреса называется такой индекс, в формуле 

расчета которого “общий вектор” принадлежит периоду 0. 

То есть, !!"#$%	',) является индексом цен Ласпейреса.  
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Индекс Пааше – это индексная формула, в которой 

“общий вектор” принадлежит периоду t.  

То есть, !!"#$%&%'	),% =
∑ ,!"!!"#
!$%

∑ ,!"!!&#
!$%

= -'∙/'
-'∙/(

 является индек-

сом количеств Пааше. 

Индекс стоимости равен произведению индекса цен 

Ласпейреса на индекс количеств Пааше: 

!!,# = ∑ %!"&!"#
!$%

∑ %!&&!&#
!$%

= ∑ %!"&!&#
!$%

∑ %!&&!&#
!$%#$$%$$&
''(	&,"

× ∑ %!"&!"#
!$%

∑ %!"&!&#
!$%#$$%$$&
'+,	&,"
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Индекс количеств Ласпейреса – индекс корзинного типа. 

Он сопоставляет количества продуктов, входящих в корзи-

ну, определенную для базисного периода 0: 

!!"(##, %#, #$, %$) = %!∙'"
%"∙'"

= ∑ !#$)#%&
#'$

∑ !#%)#%&
#'$

   

Индекс количеств Ласпейреса может быть представлен как 

взвешенная средняя арифметическая относительных изме-

нений количеств: 

!!"(##, %#, #$, %$) = ∑ !#$)#%&
#'$

∑ !#%)#%&
#'$

=
∑ (#$

(#%
!#%)#%&

#'$
∑ !#%)#%&
#'$

= ∑ !#$
!#%
)*+,*-.  , 

где )*+ = !#%)#%
∑ !#%)#%&
#'$

 является весом продукта i. 
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Индекс количеств Пааше – индекс корзинного типа вида  

!!"(##, %#, #$, %$) =
%# ∙ ##
%$ ∙ ##

= ∑ *%&+%&'
%(&

∑ *%)+%&'
%(&

 

Он может быть представлен как средняя взвешенная гармо-

ническая относительных изменений количеств: 

!!"(##, %#, #$, %$) = ∑ !!"+!"#
!$"

∑ !!%+!"#
!$"

= ,∑ !!%+!"#
!$"

∑ !!"+!"#
!$"

-
,&
=

.
∑ &!%

&!"
!!"+!"#

!$"
∑ !!"+!"#
!$"

/
,&
= 0∑ 1!!"!!%2

,&
3%&'%(& 4

,&
 , 

где  3%& = !!"+!"
∑ !!"+!"#
!$"

  является весом продукта i. 
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Индекс количеств Пааше может быть переписан как сред-

няя взвешенная арифметическая величин !!"!!#: 

!!"(##, %#, #$, %$) = ∑ !!"&!"$
!%"

∑ !!#&!"$
!%"

=
∑ &!"

&!#
!!#&!"$

!%"
∑ !!#&!"$
!%"

= ∑ !!"
!!#
)',)*+',)   ,    

где  )',)* = &!"!!#
∑ &!"!!#$
!%"

 – гибридные веса, в числителе которых 

произведение цен периода (1) и количеств периода (0).  

Если эти гибридные веса заменить на веса )') = &!"!!"
∑ &!"!!"$
!%"

, 

то получится индекс количеств Палгрейва: 

!!"-(##, %#, #$, %$) = ∑ !!"
!!#
)')+',)    
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Обычно  

!!"(##, %#, #$, %$) > !!%(##, %#, #$, %$) 
Это соотношение имеет место, когда относительные изме-

нения цен и количеств отрицательно коррелированы, то 

есть, возрастание цены сопровождается уменьшением коли-

чества товаров этого же вида, и наоборот. Это вполне ожи-

даемо с точки зрения поведения покупателей, которые ста-

раются заменить более подорожавшие товары на товары, 

которые подорожали в меньшей степени. 
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Индекс количеств Ласпейреса можно переписать в виде 

средней взвешенной гармонической величин !!"!!#: 

!!"(##, %#, #$, %$) = ∑ !!"&!#$
!%"

∑ !!#&!#$
!%"

= (∑ !!#&!#$
!%"

∑ !!"&!#$
!%"

)
'(
=

*
∑ &!#

&!"
!!"&!#$

!%"
∑ !!"&!#$
!%"

+
'(
= ,∑ .!!"!!#/

'(
0),+(,)-( 1

'(
 .    

Замена гибридных весов 0),+( на веса базисного периода 0)+ 

дает гармонический индекс количеств Ласпейреса:  

!!."(##, %#, #$, %$) = 23(4)(4)+
)
'(
0)+

,

)-(
5
'(
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Индекс Фишера рассчитывается как средняя геометри-

ческая индексов Ласпейреса и Пааше : 

!!"(##, %#, #$, %$) = (∑ &!"!!#$
!%#

∑ &!"!!"$
!%#

× ∑ &!#!!#$
!%#

∑ &!#!!"$
!%#

=

*'&∙)''&∙)&
+
*/,

*''∙)'''∙)&
+
*/,
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2.   ТЕСТЫ 

При	 оценке	 качества	 индексов	 используется	 набор	
критериев	 (“аксиом”	 или	 “тестов”),	 которые	 отра-
жают	желаемые	математические	свойства	индексов.	
Система	аксиом	(или	тестов)	–	это	набор	определен-
ных	минимальных	стандартов,	которым	должен	со-
ответствовать	индекс.		
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Тест	на	мультипликативность	(product	test)		
Пусть	имеются	индекс	цен	!!(#", %", ##, %#)	и	индекс	
количеств	!$(#", %", ##, %#).		
Говорят,	что	эти	два	индекса,	!!	и	!$	,	удовлетворяют	
тесту	на	мультипликативность,	если	

%!∙'!
%"∙'"

= !!(#", %", ##, %#) × !$(#", %", ##, %#)		

где	 	#" ∙ %"		и	 	## ∙ %#		 являются	скалярным	произве-
дением	двух	векторов.	
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Индексы	Ласпейреса	(и	Пааше)	не	проходят	тест:	
∑ "!"#!"#
!$%

∑ "!&#!&#
!$%

≠ ∑ "!"#!&#
!$%

∑ "!&#!&#
!$%%&&'&&(

'!	#

× ∑ "!&#!"#
!$%

∑ "!&#!&#
!$%%&&'&&(

'$	#

	

Пара	индексов	Ласпейрес	–	Пааше	проходит	тест:	
∑ "!"#!"#
!$%

∑ "!&#!&#
!$%

= ∑ "!"#!&#
!$%

∑ "!&#!&#
!$%%&&'&&(

'!	#

× ∑ "!"#!"#
!$%

∑ "!"#!&#
!$%%&&'&&(
'$	%

	

Индекса	Фишера	проходит	тест	

!! ∙ #!
!" ∙ #"

= %&
!! ∙ #"
!" ∙ #"

' &!! ∙ #!!" ∙ #!
' × %&

!" ∙ #!
!" ∙ #"

' &!! ∙ #!!! ∙ #"
'	
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Тест	на	положительность	(positivity	test)		
!!(#", %", ##, %#) > 0		

Тест	на	непрерывность	(continuity	test)		
!!(#", %", ##, %#)		 является	 непрерывной	 функцией	 аргу-
ментов	#", %", ##, %#.	
Тест	на	тождественность	(identity	test)	

!!(#", %, ##, %) = 1			
Если	%"	и	%#	оба	равны	%,	то	индексы	количеств	Ласпей-
реса,	Пааше	и	Фишера	становятся	равным	1.	
Индексы	Ласпейреса,	Пааше,	Фишера	проходят	все	3	теста	
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Тесты на однородность (homogeneity tests) 
Линейная однородность относительно количеств срав-

ниваемого периода (linear homogeneity in comparison period quanti-

ties): 

!!(#", %&", ##, &#) = %!!(#", &", ##, &#)    
Однородность степени минус 1 относительно количеств 
базисного периода (homogeneity of degree minus one in base period 

quantities): 

!!(#", &", ##, %&#) = $
% !!(#", &", ##, &#)    
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Инвариантность при пропорциональных изменени-
ях цен сравниваемого периода  
(invariance to proportional changes in current prices): 

!!(#$", &", $#, &#) = !!($", &", $#, &#)  

Индексы Ласпейреса, Пааше и Фишера удовлетво-
ряют тестам на однородность	
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Инвариантность при изменении единиц измерения  
(dimensional invariance, or commensurability) 
Пусть имеется n чисел: λ1, λ2, …, λn. Тест на инвариантность 

при изменении единиц измерения состоит в следующем: 
!!(#"", ##", … , #$"; 	("", (#", … , ($"; 	#"%, ##%, … , #$%; 	("%, (#%, … , ($%) = 

!! "#"$"", ##$#", … , #$$$"; 	
1
#"
*"",

1
##
*#", … ,

1
#$
*$"; 	#"$"%, ##$#%, … , #$$$%; 	

1
#"
*"%,

1
##
*#%, … ,

1
#$
*$%+ 

Набор чисел { λ1, λ2, …, λn } можно представить как диаго-

нальную матрицу Λ, тогда тест имеет вид: 

!!(#", %", ##, %#) = !!(#"(, 	%"($", 	##(, 	%#($") 
Индексы	Ласпейреса,	Пааше,	Фишера	проходят	этот	тест	
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Тест	на	обратимость	во	времени	(time	reversal	test)	
!!(#", %", ##, %#) = $

%!('",)",'#,)#)
			

Для	индекса	Ласпейреса:	
!!	,(#", %", ##, %#) = '"∙)#

'"∙)"
										!!	,(##, %#, #", %") = '#∙)"

'#∙)#
	

$
%!	%('",)",'#,)#)

= '#∙)#
'#∙)"

= !!	.(#", %", ##, %#)			

!!	,	(#", %", ##, %#) ≠
1

!!	,(##, %#, #", %")
	

Индексы количеств Ласпейреса и Пааше не проходят 

этот тест, индекс количеств Фишера его проходит.	
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Тест	на	обратимость	цен	(price	reversal	test):	
!!!∙#!!"∙#"

" #$(%%, '%, %&, '&)) = !!"∙#!!!∙#"
" #$(%&, '%, %%, '&)) 			

Пояснение:	
В	левой	части	формулы	теста	находится	неявный	ин-
декс	 количеств.	 Неявный	индекс	 количеств	 –	 это	 ин-
декс	 количеств,	 получаемый	 путем	 деления	 индекса	
стоимости	на	индекс	цен.	

Правая	часть	формулы	отличается	от	левой	части	тем,	
что	%&	и	%%	поменялись	местами.	
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В	 случае	 индекса	 Ласпейреса	 неявным	 индексом	 коли-
честв	является	

!"! ∙ $!"" ∙ $"
% &#	%("!, $!, "", $")* 	

В	начале	презентации	показано,	что		

!"! ∙ $!"" ∙ $"
% &#	%("!, $!, "", $") = &&	'("!, $!, "", $")* 	

Т.е.	 в	 случае	 индекса	 Ласпейреса	 левая	 часть	 формулы	
теста	равна	индексу	Пааше:	

!!!∙#!!"∙#"
" #$(%%, '%, %&, '&))*+++++++,+++++++-
(!	#')$,+$,)%,+%(

= !!"∙#!!!∙#"
" #$(%&, '%, %%, '&)) 			
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Рассмотрим	теперь	правую	часть	формулы	теста:	

!"! ∙ $""" ∙ $!
% &#	%("!, $", "", $!)* = !"! ∙ $""" ∙ $!

% !"! ∙ $!"" ∙ $!
% =, 	

	

= "! ∙ $"
"! ∙ $!

= &&	%("", $", "!, $!)	

То	 есть,	 применительно	 к	 индексу	 Ласпейреса	 левая	 и	
правая	часть	формулы	теста	на	совпадают	друг	с	другом	
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!!!∙#!!"∙#"
" #$(%%, '%, %&, '&)) = !!"∙#!!!∙#"

" #$(%&, '%, %%, '&)) 			

Тест	на	обратимость	цен	словами:	

Если	векторы	цен,	относящиеся	к	двум	периодом,	по-
менять	местами,	то	неявный	индекс	количеств	не	из-
менится.	

Индексы	 Ласпейреса	 и	 Пааше	 не	 удовлетворяют	

тесту	 на	 обратимость	 цен,	 индекс	 Фишера	 прохо-

дит	этот	тест.	
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Тест	на	среднее	значение	(mean	value	test)	
min
!

"!"
"!#
≤ %"('#, )#, '$, )$) ≤ max

!
"!"
"!#
				

			i=1,	2,…n						
Индексы	количеств	Ласпейреса,	Пааше	и	Фишера	

удовлетворяют	тесту	на	среднее	значение.	
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Тест	 на	 невыход	 за	 граничные	 значения	 Пааше	 и	

Ласпейреса	(Paasche	and	Laspeyres	bounding	best)		
проверяет	справедливость	факта,	что	значение	индекса	
количеств	лежит	между	индексами	Ласпейреса	и	Пааше:	

!!"(##, %#, #$, %$) ≤ !!(##, %#, #$, %$) ≤ !!%(##, %#, #$, %$)		
или		

!!%(##, %#, #$, %$) ≤ !!(##, %#, #$, %$) ≤ !!"(##, %#, #$, %$)			

Индекс	 Фишера	 удовлетворяет	 тесту	 на	 невыход	 за	

граничные	значения	Пааше	и	Ласпейреса	
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Тест на монотонность по количествам (monotonicity in 

quantities) 
Тест проверяет справедливость того факта, что индекс 

количеств Iq возрастает по количествам сравниваемого 

периода, и уменьшается по количествам базисного пе-

риода. 

Индексы количеств Ласпейреса, Пааше, Фишера 
удовлетворяют тесту на монотонность по количе-

ствам. 
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Тест	 на	 циркулярность	 (транзитивность)	 –	 circularity	
(transitivity)	test	

!!(#", %", ##, %#) × !!(#$, %$, #", %") = !!(#$, %$, ##, %#)		

Индекс	количеств,	 сравнивающий	периоды	1	и	0,	 умно-
женный	на	индекс	количеств,	сравнивающий	периоды	2	
и	 1,	 равняется	 индексу	 количеств,	 сравнивающему	 пе-
риоды	2	и	0.	
Индексы	 Ласпейреса,	 Пааше,	 Фишера	 не	 удовлетво-

ряют	тесту	на	циркулярность.	
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Тест	на	обратимость	факторов	(factor	reversal	test)		
Если	в	формуле	расчета	индекса	поменять	местами	
цены	и	количества,	то	любой	индекс	цен	трансфор-
мируется	в	индекс	количеств	и	наоборот	

!!(#", %", ##, %#) × !!(%", #", %#, ##) =
#" ∙ %"
## ∙ %#

	

Индексы	Ласпейреса	и	Пааше	не	проходят	тест	на	

обратимость	 факторов,	 индекс	 Фишера	 удовле-

творяет	тесту	на	обратимость	факторов.	



Семинар	по	индексу	промышленного	производства
Казахстан		2025

35

Пояснение.	Имеется	индекс	количеств	Ласпейреса:	

!!	#(#$, %$, #%, %%) =
#% ∙ %$
#% ∙ %%

	

В	формуле	его	расчета	меняем	местами	векторы	цен	
и	количеств:	

!!	#(%$, #$, %%, #%) =
%% ∙ #$
%% ∙ #%

	

Перемножаем	эти	два	индекса:	
!!	#(#$, %$, #%, %%) × !!	#(%$, #$, %%, #%)

= (#% ∙ %$)(%% ∙ #$)
(#% ∙ %%)&

≠ #$ ∙ %$
#% ∙ %%
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Индекс	называют	идеальным,	если	он	удовлетворя-
ет	тесту	на	обратимость	факторов.		

Таким	 образом,	 индекс	 количеств	 (и	 цен)	 Фишера	
является	идеальным	индексом.	
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